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-I قابلية القسمة في المجموعة :  
  : تعريف -

b| و نكتبa يقسمb عددين نسبيين ، نقول إنb وaليكن aإذا وجد qبحيث   من :a bq=.   
  : إستنتاجات -

a|: لدينا   منaلكل • aو | 0a1 و| a.  
 . a و−a ،1 ، −1:  قواسم على الأقل وهي أربعة  منaلكل •

}  :إذن }: 1,1, , aa a a D∀ ∈ − −   .a هي مجموعة قواسم العددaDحيث  ، [⊇

b|إذا كان  • a0 وa b فإن ≠ a≤ ، و هذا يعني أنaD  مجموعة منتهية. 

)مهما يكن • ), ,a b cلدينا 3 من : 
|

|
|

a b
a b

b c
⎧

⇒⎨
⎩

و    
|

|
0

ab ac
b c

a
⎧

⇒⎨ ≠⎩
.   

  :خاصيات -

)ليكن • ),a bإذا كان 2 من ، |q a فإن  :| |q b q b a⇔ − . 

)لكل • ),a bو لكل2 من nلدينا * من  :( ) ( )| n nb a b a− −.  

)مهما يكن • ), ,a b cلدينا 3 من  : 
( )
( )

||
| |

a b ca b
a c a b c

+⎧⎧ ⎪⇒⎨ ⎨
−⎩ ⎪⎩

 . 

): وبصفة عامة  ) ( )2|
, : |

|
a b

u v a bu cv
a c
⎧

⇒∀ ∈ +⎨
⎩

  .  

  :01تمرين •

) عددا صحيحا طبيعيا بحيث nإذا كان. 1 )7 | 2n ):  ، فبين أن − )37 | 1n −.   

)ليكن. 2 ), ,a b cبحيث`3 من  ( )| 7 5a b c+و ( )| 4 3a b c+ فبين أن ،  :|a bو |a c.   

 :02تمرين •
  :  المعادلات التالية 2حل في المجموعة. 1

( ) 2 2
1 : 16E x y− ) و= ) 2 2

2 : 4 36E x y− ) و= ) 2 2
3 : 9 4 44E x y− =.   

  : التي تحقق على التوالي nحدد جميع قيم العدد الصحيح الطبيعي. 2

( ) ( ) ( )1 : 1 | 11n n− )  و + ) ( ) ( )2 : 4 | 3 24n n− )  و + ) ( ) ( )23 : 3 | 3n n− +.   

  : التي تحقق على التوالي xحدد جميع قيم العدد النسبي. 3

( ) ( ) ( )1 : 2 | 5x x− ) و + ) ( ) ( )2 : 7 | 2 15x x+ ) و + ) ( ) ( )33 : 1 | 2x x+ + .   

): بين أن . 4 )1: 676 | 27 26 27nn n+∀ ∈ − ) و`− )* 10 7 5 2:11| 2 3 2n nn − −∀ ∈ + −`.  

-II القسمة الأقليدية في :   
  : 01خاصية -

)لكل ),a bمن *×] ) يوجد زوج وحيد` ),q rمن ×] a: بحيث ` bq r= 0 و+ r b≤ ≺.   

  . يسمى الباقي r وb علىa خارج القسمة الأقليدية ل يسمىqالعدد

 . منعدما  r إذا وفقط إذا كان الباقيb يقبل القسمة علىaلاحظ أن العدد :      ملحوظة •
| : أي أن  0b a r⇔ =.    

  :02خاصية -

)لكل ),a bمن *×] ) يوجد زوج وحيد[ ),q rمن ×] a: بحيث ` bq r= 0 و+ r b≤ ≺.   

 :03تمرين •
  لكل من  n مكون من أربعة أرقام إذا علمت أن باقي القسمة الأقليدية علىnأوجد عددا صحيحا طبيعيا. 1

  . على التوالي 53 و37 هو33509 و21685العددين
  الخارج و الباقي نفس 17 و23 إذا علمت أن لقسمته الأقليدية على العددين nأوجد عددا صحيحا طبيعيا. 2

  .  على التوالي 3 و1هو
557a إذا علمت أن المقسوم هوq و الخارجbحدد المقسوم عليه. 3 89r و الباقي هو= =.   

1517a إذا علمت أن المقسوم هوr و الباقيbحدد المقسوم عليه. 4 75q و الخاج هو= =.   

-III الموافقة بترديدn 2 حيثn ≥:  

2nبحيث `* منnليكن :تعريف - ) و≤ ),a b2 من.   

] و نكتب n بترديدb يوافقaنقول إن ]a b n≡ إذا كان  :( )|n b a− إذن ، :  

[ ] ( )| /a b n n b a k b a kn≡ ⇔ − ⇔ ∃ ∈ = +].   

   :03خاصية -
   .نفس الباقي n لقسمتهما على و فقط إذا كاناإذ n متوافقين يترديدb وaيكون عددين نسبيين

 :ملحوظة •
 . إنعكاسية تماثلية و متعدية ، نقول إنها علاقة تكافؤ علاقة nالموافقة بترديد

]مجموعةال  منaو لكل ]{ } { }/ /b b a n a kn k∈ ≡ = + ∈]  تسمى صنف تكافؤ [

   .a و يرمز لها بالرمزaالعدد
  :04خاصية -

} منrيوجد  منaلكل }0,1, 2,...., 1n ]:  بحيث− ]a r n≡) rهو باقي قسمة aعلى n. (  

} : إذن }; 0,1,2,...., 1 /a r n a r∀ ∈ ∃ ∈ − =].  
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}  :هي nو بالتالي فمجموعة أصناف تكافؤ علاقة الموافقة بترديد }0,1,2,...., 1n −  

nو يرمز لها بالرمز
]
}:   ، إذن [ }0,1,2,...., 1nn = −]

].   

  :05خاصية -

)مهما يكن • ), , ,a b c dو[4 من n2بحيث `* منn   :لدينا  ≤

                    
[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

a b n a c b d n

c d n ac bd n

⎧ ⎧≡ + ≡ +⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
≡ ≡⎪ ⎪⎩ ⎩

.    

  .الجمع و الضرب عمليتي  منسجمة مع nنعبر عن هذه الخاصيات بقولنا ان الموافقة بترديد
  :و من الخاصيات السابقة نستنتج أن  •

 
[ ]
[ ]

( ) [ ]
[ ]

2, :

: p p

a b n u v ua vc ub vd n

c d n p a b n

⎧⎧ ≡ ∀ ∈ + ≡ +⎪ ⎪⇒⎨ ⎨
≡ ∀ ∈ ≡⎪ ⎪⎩ ⎩

]

`
.     

  )25 و11 و9و 5 و3 و2مصاديق قابلية القسمة على : ( مبرهنة •

1 عددا صحيحا طبيعيا و aليكن
1 1 010 10 ..... 10n n

n na a a a−
−× + × + + ×    كتابته في نظمة العد+

}. ( العشري  } { }0,1, 2,..., : 0,1, 2,...,9kk n a∀ ∈ 1:، نكتب  ) ∋ 0...n na a a a−=.   

  يقبل القسمة0aإذا و فقط إذا كان رقم وحداته ) 5توالي على على ال ( 2 قابلا للقسمة على aيكون العدد
 ) . 5على التوالي على (  2على 

1:إذا و فقط إذا كان)  9على التوالي على (  3 قابلا للقسمة على aيكون العدد 0.....n na a a−+ + + 
  ) . 9  على التوالي على( 3يقبل القسمة على 

1إذا و فقط إذا كان العدد  ) 25على التوالي على (  4 قابلا للقسمة على aيكون العدد 0a aيقبل القسمة  
 ) 25على التوالي على (  4على 

]: بمعنى أن  ]1 0 0 4a a ]على التوالي  ( ≡ ]1 0 0 25a a ≡(  

):إذا و فقط إذا كان 11 قابلا للقسمة على aيكون العدد )0 1 2 3 ... 1 n
nd a a a a a= − + − + + − 

   .11يقبل القسمة على 
 :04تمرين •

37568a لكي يقبل العدد xحدد رقم الوحدات. 1 x=11  القسمة على.  

28 لكي يقبل العدد y وx الرقمينحدد. 2 75b x y= 11و  3 القسمة على . 

13 لكي يقبل العدد z وy وx الأرقامحدد. 3 45c xy z= 11و  9و  8 القسمة على .  

30411257aما هو باقي القسمة الأقليدية للعدد . 4  ؟ 11 على =

eبين أن العدد . 5 cdu= 4إذا و فقط إذا كان  8 يقبل القسمة على 2c d u+   .8 يقبل القسمة على +

n مع و الضرب في المجموعةالج •
]
] : 

)كلل: تعريف - ),a bنضع 2 من  :a b a b+ = a و + b a b× = ×.   

}:  الجمع و الضرب في المجموعة  عمليتيلننشيء جدولي: أمثلة - }0,1,2,3,45 =]
].  

5 الجمع في
]
5 الضرب في  [

]
]  

4  3  2  1  0  + 4  3  2  1  0  × 
4  3  2  1  0  0  0  0  0  0  0  0  

0  4  3  2  1  1  4  3  2  1  0  1  

 1  0  4  3  2  2  3  1  4  2  0  2  

 2 1  0  4  3  3  2  4  1  3  0  3  

3  2  1  0  4  4  

  

1  2  3  4  0  4  
  

 :05تمرين •
)بين أنه لكل. 1 ),a bلدينا [2 من :  

[ ]2 2 0 7a b⇔ + ≡ ) [ ]0 7b ]  و ≡ ]0 7a ≡(  

]:  مجموعة حلول المعادلة Sلتكن. 2 ]3 1 7x x حيث ≡ ∈].  

}: تحقق من أن   }2, 4 S⊂ثم حدد مجموعة الحلول ، S .   

20005Aنعتبر العددين . 3 10004B و = =.  
]: بين أن  ]4 7A ] و ≡ ]4 7B ] :  ثم إستنتج أن ≡ ]1 7A B+ ≡.   

)ليكن. 4 ),a bبحيث 2 من  :[ ]a b n≡.   

  :حدد قيمة حقيقة كل عبارة من العبارات التالية 

( ) ( )[ ]: :p x a x b x n∀ ∈ − ≡ )  و [− ) [ ]:q a n b n+ ]  و ≡ ]: ! !r a b n≡.   

]:  لدينا ` منnبين أنه لكل. 5 ]3 0 2n n− ]  و ≡ ]3 0 6n n− ≡.    

)هل العدد ) 3P n n n=   .علل جوابك  ؟ 12و    4 و  3اد التالية  يقبل القسمة على الأعد−
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-III القاسم المشترك الأكبر:  
  :تعريف .1

a المجموعة عددين نسبيين غير منعدمين ،b وaليكن bD D∩المكونة من القواسم المشتركة للعددين aو b 
aتقبل أكبر عنصر يرمز له بالرمز b∧ و يسمى القاسم المشترك الأكبرل aو b لدينا إذن ، :  

• )  k d≤:|k bو |k a /k∀ d|و) [∋ b  و  |d a d a b= ∧ ⇔  

}:       لدينا : مثال - }30 30, 15, 6, 5, 2, 1,1, 2,5,6,15,30D = − − − − − −  

}و  }54 54, 27, 18, 9, 6, 3, 2, 1,1, 2,3,6,9,18, 27,54D = − − − − − − − −  

}:   إذن  }30 54 6, 2, 1,1, 2,6D D∩ = − − 30:  ، وبالتالي − 54 6∧ =.   

 :خاصيات .2
a:  لدينا [* منb وaلكل • b b a a b a b a b∧ = ∧ = ∧ = ∧ = ∧.   

0a:  لدينا [ منaو لكل • a∧ 1 و = 1a ∧ a| و = b b b a∧ = ⇔.  

)مهما يكن  • ), ,a b cلدينا [3 من  :( ) ( ) ( )ab ac a b c∧ = ∧.  

:   فإن b وa قاسما مشتركا للعددينdو إذا كان •
( )a ba b

d d d
∧⎛ ⎞ ⎛ ⎞∧ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  ، وبصفة خاصة

a إذا كان  b δ∧ 1a:  فإن = b
δ δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞∧ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

.  

):  لدينا [* منq وb وaمهما يكن • )a b a bq b∧ = − ∧.  

  :خوارزمية أقليدس أو طريقة القسمات المتتالية .3
  : 06ةخاصي -

a عددين صحيحين طبيعيين بحيثb وaليكن b;و bلا يقسم aإذا كان ، rهو باقي   
a:  فإن b علىa لالقسمة الأقليدية b b r∧ = ∧.  

  :طريقة القسمات المتتالية -
b) a وaك الأكبر للعددينلتحديد القاسم المشتر b;و bلا يقسم a ( ننجز القسمة الأقليدية ،  

1:  إذن b علىaل 1a bq r= 10 حيث + r b≺ 1a و لدينا ≻ b b r∧ = ∧.   

1r:1 علىbثم ننجز القسمة الأقليدية ل 2 2b rq r= 2 حيث + 10 r r≤ 1 و لدينا≻ 1 2b r r r∧ = ∧.   

2إذا كان 0r 1 فإن = 10r r∧ 1a:  إذن = b r∧ =  

2أما إذا كان 0r 0kr فإننا نتابع طريقة القسمات المتتالية إلى أن يكون الباقي≠ =   

1ka : لدينا في هذه الحالة و يكون  b r −∧ =.   

a حيثb وaالقاسم المشترك الأكبر لعددينف: و بالتالي b;و bلا يقسم aي غير منعدم هو آخر باق  
   .b علىa المتتالية للعددللقسمات                                   

33810aلنحدد القاسم المشترك الأكبر للعددين : مثال - 4116b و = =.  
  

4 2q =  3 1q =  2 4q =  1 8q   الخارج  =

3 294r =  2 588r =  1 882r =  4116b =  33810a =  

  الباقي
4 0r =  3 294r =  2 588r =  1 882r =  

  
33810: من جدول القسمات المتتالية نستنتج أن  4116 294∧ =.   

  :06تمرين -
4847حدد . 1 5617 و ∧5633   .ارزمية أقليدس  مستعملا حو∧813

): بين أن  -أ .2 ) ( ) ( )* 3: 5 2 2 38n n n n n∀ ∈ − ∧ + = + ∧`.    

) ثم إستنتج قيم ) ( )35 2n n n− ∧    .الممكنة +

  : التي يكون من أجلها على التوالي `* منnحدد جميع قيم -              ب

( ) ( ) ( )31 : 2 | 5n n n+ )  و − ) ( ) ( )32 : 5 2 19n n n− ∧ + = 

  :07خاصية -

):  لدينا [* منb وaلكل ) 2, /a b u v au bvδ δ∧ = ⇔ ∃ ∈ = +].   

aيين غير منعدمين بحيث عددين نسبb وaإذا كان:  ملحوظة - b δ∧  فخوارزمية أقليدس تمكننا =

)من إيجاد زوج ),u vبحيث [2 من  :au bvδ = +.   

120aنعتبر العددين : مثال - 35b و =  : فنحصل على b علىa ، ننجز القسمات المتتالية ل=
  

3 3q =  2 2q =  1 3q   الخارج  =

2 5r =  1 15r =  35b =  120a =  

  الباقي
3 0r =  2 5r =  1 15r =  

  
120: من جهة لدينا  35 5∧ =.   

120: و من جهة أخرى  3 35 15= × 15:  إذن + 120 3 35= − ×   

)و   )5 35 2 15 35 2 120 3 35 2 120 7 35= − × = − × − × = − × + ×  

5: إذن  2 120 7 35= − × + ×.  
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-IV الأعداد الأولية فيما بينها:  
  :تعريف. 1

1a:  أوليين فيما بينهما إذا وفقط إذا كان b وaنقول إن عددين نسبيين غير منعدمين b∧ =.  
  :مبرهنة بوزو و نتائجها. 2

  ) thérème de Bezout (مبرهنة بوزو •
) أوليين فيما بينهما إذا وفقط إذا وجدb وaيكون عددين نسبيين غير منعدمين ),u vبحيث [2 من :  

1au bv+ =.    
 :          07تمرين -

  : لدينا `* منnبين أن لكل. 1

( )1 1n n∧ + ) و = ) ( )2 1 9 4 1n n+ ∧ + ) و = ) ( )3 2 5 3 1n n− ∧ − =.   

4n بحيث` منnحدد جميع قيم. 2  التي يكون من أجلها الكسر≤
2 7 15

3
n n

n
− +
−

  . غير قابل للإختزال 

4n بحيث` منnحدد جميع قيم. 3 التي يكون من أجلها الكسر ≤
2 7 15

3
n n

n
− +
−

  . عدد صحيحا طبيعيا 

  ) théoreme de Gauss ( مبرهنة كوص •
 . ثلاثة أعداد نسبية غير منعدمة c وb وaلتكن           

a| إذا كان -    bc 1 وa b∧ a|:  فإن = c.  
 : إستنتاج •

  . عددا صحيحا طبيعيا غير منعدم nليكن          

] : لدينا [* منc وb وaلكل ]b c n⇒ ≡ )1a n∧ ] و = ]ab ac n≡.   (   

  :08تمرين -

1a:  بحيث `* منb وa        ليكن b∧ a و = b; بين أن ، :  

( ) ( ) 1a b a b+ ∧ − )  أو = ) ( ) 2a b a b+ ∧ − =.   

  :07ةخاصي -

)مهما يكن  ), ,a b cلدينا [3 من  :( ) 1a bc⇔ ∧ =) 1a c∧ 1a و = b∧ =(   

)فة عامة لكلو بص ), , ,a b c dلدينا [4 من :( ) ( ) 1ac bd⇔ ∧ =) 1c d∧ 1a و = b∧ =(   

): و بصفة خاصة  ) 21 , : 1n ma b n m a b∧ = ⇒∀ ∈ ∧ =`.   

  :08ةصيخا -

)مهما يكن             ), ,a b cلدينا [3 من   :( ) |ab c⇒ ) 1a b∧ b| و= cو |a c.  (   

  

-V حل المعادلة ax by c+    :[2في المجموعة =
  :01مثال -

) : المعادلة [2لنحل في ) : 5 3 1E x y+ =.   

): لدينا  )5 1 3 2 1× − + × ) ، إذن الزوج = )1, ) حل خاص للمعادلة−2 )E.   

: هة أخرى لدينا و من ج
( )

5 3 1
5 1 3 2 1
x y+ =⎧⎪

⎨ × − + × =⎪⎩
):  ، إذن  ) ( )5 1 3 2 0x y+ + − =  

): أي أن  ) ( )5 1 3 2x y+ = − −  

): و حسب مبرهنة كوص فإن  )3 | 1x ): لأن  ( + )3 | 5 1x 3 و + 5 1∧ =(   

1: ومنه فإن  3x k= − 2 و + 5y k= k حيث − ∈].   

): إذن  ){ }1 3 , 2 5 /S k k k= − + − ∈].   

 :09خاصية -
1ax فمجموعة حلول المعادلة  عددين نسبيين أوليين فيما بينهماb وaإذا كان by+   :هي  [2 في=

( ){ }0 0, /S x kb y ka k= + − )حيث ، [∋ )0 0,x y حل خاص .  

  :09تمرين -

) :المعادلة  [2حل في ) : 437 241 1E x y− =.   

 :02مثال -
) : لةالمعاد [2لنحل في ) : 26 65 13E x y+ =.   

): لدينا  ) 2, : 26 65 13 2 5 1x y x y x y∀ ∈ + = ⇔ + =]  

): ومن جهة أخرى  )2 2 5 1 1× − + × ) إذن الزوج= 2 حل خاص للمعادلة−2,1( 5 1x y+ =  

) وبالتالي فمجموعة حلول المعادلة )E هي  :( ){ }2 5 ,1 2 /S k k k= − + − ∈].   

 : خلاصة •
':  لدينا b وaلكل عددين نسبيين غير منعدمين ' 1ax by a b a x b y+ = ∧ ⇔ + =  

): حيث  ) 'a a b a= ) و ∧ ) 'b a b b= ∧.   

'و بما أن  ' 1a b∧ ):  فإن مجموعة الحلول هي = ){ }' '
0 0, /S x kb y ka k= + − ∈]  

)حيث )0 0,x y حل خاص للمعادلة  :' ' 1a x b y+ =.   
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) حل المعادلة • ) :E ax by c+ ) حيث = ) *2,a b c و[∋ ∈]:  
 :03مثال -

):  المعادلة [2في المجموعة لنحل ) : 27 39 12E x y− =.  

27: لدينا  39 3∧ 3 و = ):  ، إذن 12| ) 9 13 4E x y⇔ − =  

9: ومن جهة أخرى لدينا  3 13 2 1× − × ) ، إذن = )3, 9:  حل خاص للمعادلة 2 13 1x y− =  

9و بالتالي حل خاص للمعادلة  13 4x y− ):  هو =  : ولدينا 12,8(

( ) ( ) ( )9 12 13 8E x y⇔ − =   : و بتطبيق مبرهنة كوص نحصل على −

12 13x k= 8 و + 9y k= k حيث + ) ، و بالتالي فمجموعة حلول المعادلة [∋ )E هي :  

( ){ }12 13 ,8 9 /S k k k= + + ∈].   

 :خلاصة -
)المعادلة ) :E ax by c+ ) إذا وفقط إذ كان [2 فيتقبل حلولا = )|c a b∧وفي هذه الحالة ،   

): نضع  ) 'a a b a= )  و ∧ ) 'b a b b= )  و ∧ ) 'c a b c=   : فيصبح لدينا ∧

( ) ' ' 'E a x b y c⇔ + ' حيث = ' 1a b∧ =.  

)نبحث عن حل خاص )0 0,x y للمعادلة  :' ' 1a x b y+ ':  ، و حل خاص للمعادلة = ' 'a x b y c+ =  

)هو  )' '
0 0,c x c y و لدينا  :( ) ( ) ( )' ' ' '

0 0E a x c x b c y y⇔ − = −  

': و بتطبيق مبرهنة كوص نحصل على  '
0x c x kb= ' و + '

0y c y ka= k حيث− ∈]  

): و بالتالي فإن  ){ }' ' ' '
0 0, /S c x kb c y ka k= + − ∈].   

  :10تمرين -

 : المعادلات التالية [2حل في المجموعة. 1

( )1 : 3 4 10x y− )  و = )2 : 3 5 13x y− )  و = )3 : 7 9 1x y− =  

             ( )4 : 39 45 6x y− )  و = )5 : 4 3 5x y+ )  و = )6 : 26 15 4x y+ =.   

   .7 هو 64و  52 الذي باقي قسمته الأقليدية على العددين nحدد أصغر عدد صحيح طبيعي غير منعدم. 2

:             النظمة [2 حل في المجموعة.3

2 3 78
6 21
5 14

x y
x
y

+ =⎧
⎪− ≤ ≤⎨
⎪− ≤ ≤⎩

.   

-VI المضاعف المشترك الأصغر:  
  :تعريف. 1  

   هو أصغر مضاعف مشترك موجب قطعا b وaالمضاعف المشترك الأصغر لعددين نسبيين غير منعدمين

aلهما معا و يرمز له ب b∨ أو ( ),ppcm a b.   

b|بصفة خاصة  a a b a⇔ ∨ 1a:  لدينا [* منa ، و لكل= a∨ a و = a a∨ =.   

  :خاصيات. 2

)لكل • ),a bلدينا [2* من  :a b b a a b a b a b∨ = ∨ = ∨ = ∨ = ∨.  

)مهما يكن • ), ,a b cلدينا [3* من  :( ) ( ) ( )ab ac a b c∨ = ∨.  

:  فإن b وa قاسما مشتركا للعددينdإذا كان •
( )a ba b

d d d
∨⎛ ⎞ ⎛ ⎞∨ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  

)لكل • ),a b1:  لدينا[2* منa b a b ab∧ = ⇔ ∨ ) و= ) ( )a b a b ab∨ × ∧ = .

 :11تمرين -
)أحسب . 1    )2n n∨    .`*ن مn لكل+

): بين أن . 2    ) ( ) ( )2, : 1 1a b a b a b ab∀ ∈ ∧ = ⇔ + ∧  : ، ثم إستنتج أن `=

( ) ( ) ( )2, :a b a b a b a b∀ ∈ ∧ = + ∧ ∨`.   

  : النظمة `2حل في المجموعة. 3  

( )
68

1 :
240

a b
a b
+ =⎧

⎨ ∨ =⎩
.    

 :12تمرين -
3:  نضع `* منnلكل. 1   4A n= 9 و + 5B n= −.   

Aحدد  -أ B∧تبعا لقيم nمن *`.   

):  التي يكون من أجلها `* منnحدد قيم -ب )
17

2 :
884

A B
A B
∧ =⎧

⎨ ∨ =⎩
.   

  . 1980حدد جميع الأعداد الصحيحة الطبيعية التي مربعها يقسم العدد  -أ. 2 

):  المعادلة `2حل في المجموعة  -ب     ) ( ) ( )2 23 : 5 1980a b a b∨ − ∧ =.   

):   النظمة `2حل في المجموعة . 3 ) ( )210
4 :

x y x y
y x x y
∨ = ∧⎧⎪

⎨
− = ∧⎪⎩

.   
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-VII الأعداد الأولية:  
  : تعريف. 1    

2p بحيث` منp       ليكن    .p و1 هما `قط في عدد أولي إذا كان له قاسمان فp ، نقول إن≤
 :مثال -

 . 29و  23،  19،  17،  13،  11،  7،  5،  3،  2:  العشر الأولى الأولية هي الأعداد
  .فهو عدد زوجي  2و هذه الأعداد كلها فردية ماعدا 

 : 13تمرين -
2n عددا صحيحا طبيعيا بحيث n    ليكن   :  ، بين أن ≤

 )n 2 ( ⇒) عدد أولي 1n   )  . عدد أولي −
 .هل العكس صحيح أم خاطيء ؟ علل جوابك 

  :ملحوظات. 2   
p بحيث q وpين أوليينلكل عدد • q≠ 1:  لديناp q∧ =.  
1p فإن a عددا أوليا لا يقسمp ، إذا كان[ منaليكن • a∧  : و بصفة خاصة =

{ }1, 2,3,...., 1 : 1k p p k∀ ∈ − ∧ =.   

  :خاصيات. 3  
   .p يقبل على الأقل قاسما أولياnكل عدد صحيح طبيعي غير منعدم: 10خاصية -

2p بحيث p يقبل قاسما أولياnطبيعي غير منعدمكل عدد صحيح : 11خاصية - n≤.   

  : عدد أولي ، فإن p أعدادا نسبية وnaو. . .  و 2a و1aإذا كانت: 12خاصية    -

                       ( ) { }1 2| ... 1, 2,..., / |n kp a a a k n p a⇔ ∃ ∈.    

  .Ρمجموعة الأعداد الأولية مجموعة غير منتهية و يرمز لها بالرمز : 13خاصية -
  :مبرهنتي فيرما. 4 

 : 14تمرين -
}:  عددا أوليا ، بين أن pليكن. 1 }1, 2,...., 1 : | k

pk p p C∀ ∈ −.   

]:  إستنتج أن .2 ]: pn n n p∀ ∈ ≡`.   

]: بين أن .3 ]1: 1 1pn n p n p−∀ ∈ ∧ = ⇒ ≡`.   

  : مبرهنة -

]:  عددا أوليا فإن pإذا كان ]: pa a a p∀ ∈ ≡]   ) le petit théorème de Fermat(   

1pو إذا كان a∧ ]:  فإن = ]1 1pa p−   )  Fermatمبرهنة  . ( ≡

  :تطبيقات مبرهنة فيرما -
  :15تمرين -

]: بين أن . 1    ]5: 5n n n∀ ∈ ]:  ، ثم إستنتج أن `≡ ]* 4; : 5p pn p n n+∀ ∈ ∀ ∈ ≡` `.  

]: بين أن . 2 ]* 4; : 2p pn p n n+∀ ∈ ∀ ∈ ≡` 4pn ، ثم إستنتج أن للعددين`    نفس رقمpn و+

   .الوحدات
  :16تمرين -

: بين أن 

[ ]
[ ]
[ ]

561

561

561

3

: 11

17

a a

a a a

a a

⎧ ≡
⎪⎪∀ ∈ ≡⎨
⎪ ≡⎪⎩

]:  ، ثم إستنتج أن [ ]561: 561a a a∀ ∈ ≡].   

  :مبرهنة ويلسون. 5  
3p عددا أوليا بحيث pليكن:                  16تمرين - ≥.   

i.  بين أن :( ) [ ]21 1p p− ≡.  

ii.  بين أن )   :[ ]1x p≡ ]  أو − ]1x p≡ ( ⇔ [ ]2 1x p≡ : x∀ ∈].  

iii.  بين ان :{ } { } [ ]1, 2,3,... 1 ; 1, 2,3,..., 1 / 1x p u p ux p∀ ∈ − ∃ ∈ − ≡.  

iv.  أتبث أن :( ) ( )[ ]1 ! 1p p p− ≡ −.  

v.  بين أن: p  عدد أولي ⇒ ( ) ( )[ ]1 ! 1p p p− ≡ −.   

  )théorème de wilson ( مبرهنة ويلسون -   
3p عددا صحيحا طبيعيا بحيث pإذا كان ) : فإن ≤ ) [ ]1 ! 1p p− ≡ −⇔ p  عدد أولي . 

-VIII التفكيك إلى جداء من عوامل أولية:  
  :مبرهنة -

2n بحيثnكل عدد صحيح نسبي 1: يمكن كتابته بكيفية وحيدة على شكل≤ 2
1 2 .... k

kn p p pα α αε=   

)حيث  ) 1sg nε = = ±، *k ∈` ، ( ) *
1 2, ,..., k

kα α α   kpو. . .  و 2p و1p  و`∋

  . أعداد أولية موجبة قطعا و مختلفة فيما بينها مثنى مثنى 
 :ملحوظة و نتائج -

  kpو. . .  و 2p و1p إلى جداء عوامل أولية ، و الأعدادn تسمى تفكيكا لnالكتابة السابقة للعدد . 
  . الأولية الموجبة nهي قواسم

1: إذا وفقط إذا كان يكتب على شكلn قاسما لd يكون عدد  . 2
1 2 .... k

kd p p pβ β βε= 1 حيثε = ±   

0و i iβ α≤ } منi لكل≥ }1, 2,...,k.   

1 إذا وفقط إذا كان يكتب على شكل n مضاعفا لm يكون عدد. 2
1 2 .... r

rm p p pγ γ γε= 1 حيثε = ±  

iو iα γ≤لكل iمن { }1, 2,...,k 0  وiγ } منi لكل≤ }1, 2,...,k k r+ +.  
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  :14خاصية -

} عددين صحيحين طبيعيين وb وaإذا كان }1 2, ,..., kp p pمجموعة القواسم الأولية ل aأو b فإن :  

1 2
1 2 ... k

ka p p pα α α=1 و 2
1 2 ... k

kb p p pβ β β= 0:  حيثiα 0iβ و≤ } منi لكل≤ }1, 2,...,k  

: و لدينا 
1 2

1 2

1 2

1 2

...

...

k

k

k

k

a b p p p

a b p p p

γ γ γ

δ δ δ

⎧ ∧ =⎪
⎨

∨ =⎪⎩
}:  حيث  }

( )
( )

min ,
1,2,..., :

max ,
i i i

i i i

i k
γ α β

δ α β

=⎧⎪∀ ∈ ⎨
=⎪⎩

.   

  :17تمرين -

10mr بحيث ` منm عدد عشري إذا وجدr عددا جذريا ، نقول إنrليكن. 1   × ∈].   

نضع 
pr
q

p حيث = ∈] ، *q 1p و `∋ q∧ = .   

)        :بين أن  ) 2, / 2 5r α βα β∃ ∈ = ×` ⇔r   عدد عشري .  

2n بحيث` منnليكن. 2     .n! قاسم أولي للعدد p و≤

   إلى جداء عوامل أولية!14 إلى جداء عوامل أولية ، ثم اعط تفكيك العدد n! في تفكيكpحدد أس -أ

  .نظمة العد العشري  في !100جد عدد الأصفار التي تنتهي بها كتابة العدد أو -ب

2n بحيث` منnلكل. 3  :  نضع ≤
1

i

r

i
i

n pα

=

1iα حيث ∏=   .لية  أعداد أوrpو. . .  و 1p و≤

):  الصحيحة الطبيعية هو n أن مجموع قواسم العددrبين بالترجع على -أ )
1

1

1
1

ir
i

i i

pS n
p

α +

=

−
=

−∏.   

2nث بحي` منm وnبين أنه لكل -ب ≥ ، 2m 1n و ≤ m∧ :  لدينا =

( ) ( ) ( ). .S m n S m S n=  

-VIV نظمات العد:  
  :تقديم .1

   9و . . . و  2و  1و  0: لتمثيل الأعداد الصحيحة الطبيعية في نظمة العد العشري نستعمل الأرقام  •
  ) .لأننا إستعملنا عشرة أرقام (  10مة العد العشري هو نقول إن أساس نظ

3: هو العدد  8 256مثلا  - 28 10 2 10 5 10 6× + × + × +   

6و  5 24 10 3 10 9 10 7 10× + × + × +    .4 300 970:  هو العدد ×
  ، أساس نظمة1و  0: لتمثيل الأعداد الصحيحة الطبيعية في نظمة العد الإثناني نستعمل فقط الرقمين  •

  . 2 الإثناني هو العد

4: يكتب على الشكل  29العدد  - 329 1 2 1 2 1 2 1= × + × + × ):  ، نكتب + )229 11101=  

  .في نظمة العدد الإثناني  29و هذا هو تمثيل العدد 

} حيث bنظمات العد ذات الأساس .2 }* 1b ∈ −`:   

2b عددا صحيحا طبيعيا بحيثbليكن:  مبرهنة - ≥.    

1: بحيث k يوجد عدد صحيح طبيعي وحيد` منaلكل
1 1 0...k k

k ka a b a b a b a−
−= + + + +   

} : حيث }0,1,..., : 0 1ii k a b∀ ∈ ≤ ≤ 0ka و − ≠.   

): نكتب  )1 1 0...k k ba a a a a−=وهذه الكتابة تسمى تمثيلا للعدد aفي نظمة العد ذات الأساس b.   

  :ملحوظات -
  في نظمة العد العشري نستعمل: أرقاما  تمثل برموز تسمى b-1و  0الأعداد الصحيحة الطبيعية المحصورة بين 
  .9و . . . و  1و  0) :  أي الأرقام ( الرموز 

}: نستعمل الرموز  12في نظمة العد ذات الأساس  }0,1, 2,3, 4,5,6,7,8,9, ,α βحيث αو β يمثلان 

  .لعد العشري في نظمة ا 11و  10على التوالي العددين 

):مثلا  )1221 7α β4 يمثل العدد 3 210 12 2 12 12 11 12 7a = × + × + + ×   . في نظمة العد العشري+

 :18تمرين •
 .في نظمة العد العشري  342تمثيل العدد الذي يكتب  4أكتب في نظمة العدد ذات الأساس  .1
x : أحسب 5في نظمة العد ذات الأساس  .2 y+  و y x− و .x y حيث : 

( )5232x )  و = )51341y =.   

342: لدينا . 1 4 85 2= × 85 و + 4 21 1= × 21 و + 4 5 1= × +  
5 4 1 1= × 1  و+ 4 0 1= × +.   

):            إذن  )342 4 4 21 1 2= × + +  

( )
( )

2

3 2

4 3 2

4 4 5 1 4 2

4 4 1 1 4 4 2

4 4 4 4 2

= × + + +

= × + + + +

= + + + +

  

): و بالتالي فإن  )4342 11112=  
  هي بواقي القسمات المتتالية  4في نظمة العد ذات الأساس  342و نلاحظ أن الأرقام التي تمثل 

  . 4على  342للعدد 

5bنضع . 2 22:  ، إذن = 3 2x b b= + 3  و + 23 4 1y b b b= + + +  

3: و بالتالي  22 2 3x y b b b+ = + + ):   أي + )52123x y+ =  

3و  2 4y x b b− = + ):  أي + )51104y x− =  

5و   4 3 2. 4 3 3 2 2x y b b b b b= + + + + ):   أي + )5. 433212x y =.    


