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 :01تمرين •

0أكتب على الشكل الجبري العدد العقدي -)1
5 3 3
1 2 3

iz
i

+
=

−
2 ، ثم أحسب

0z3 و
0z15 و

0z.   

   : كل معادلة من المعادلات التاليةحل في المجموعة  -)2

( )1 : 6 2E z z i+ = )  و + ) 2
2 : 4 4 0E z z− + ) و = ) 2

3 : 2 2 0E iz z i− + − =  

1 نعتبر العدد العقدي -)3 2 3 2 3z i= − − 2 أحسب .+
1zو حدد معياره و عمدته   

    .1z ثم إستنتج معيار و عمدة 

} منzلكل -)4 }2i− نضع : ' 2
2

zz
z i
+

=
−

) حدد ثم أنشىء في المستوى العقدي.  )Ρ  

  :المجموعات التالية 

( ) ( ) ( ){ }'
1 / 1M z zΓ = ∈ Ρ )  و  = ) ( ) ( ){ }'

2 /M z zΓ = ∈ Ρ ∈  

( ) ( ) ( ){ }' *
3 /M z z iΓ = ∈ Ρ )  و∋ ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ }'

4 / arg 2M z z π πΓ = ∈ Ρ ≡.  

)حدد ثم أنشىء في المستوى العقدي -)5 )Ρالمجموعة ( )1Σ بحيث :  

                  ( ) ( ) ( ){ }1 / 0M z z z z zΣ = ∈ Ρ + + =.    

)في المستوى العقدي -)6 )Ρنعتبر النقطتين ( )A iو ( )3B.حدد Czلحق النقطة Cالتي   

  . مباشرا و متساوي الأضلاع  ABC المثلثيكون من أجلها
)حدد ثم أنشىء -)7 )2Σمجموعة النقط( )M zمن المستوى العقدي ( )Ρالتي تكون من أجلها   

)النقط  )M z و  ( )N i z و  ( )3P i−  مستقيمية .  

1:  بحيث  من2z و1zليكن -)8 2 1z z= 1  و = 21 0z z+ ≠.    

1:  بين أن        2

1 21
z z

z z
+

∈
+

.    

2(   : بين أن -)9 1z 1 أو = 1z = ( ⇔ 1 2 1 21z z z z− = − : ( ) 2
1 2,z z∀ ∈  

2و إذا كان 1z 2( :   فإن ≠ 1z 1z  أو = ∈( ⇔ 1 1 2

2

.
1

z z z
z

−
∈

−
.     

):  المعادلة حل في المجموعة  -)10 ) 38
1 : . 1 0E z z − =.    

): حدد معيار و عمدة حلي المعادلة  -)11 ) 2
2 : 2 1 cos 2 sin 0E z z iα α− + + − =  

حيث  
3

2 2
π πα< <.    

 :20تمرين •
) في المستوى العقدينعتبر )Ρ المنسوب إلى م م م م ( )1 2, ,O e e المجموعات التالية :  

( ) ( ) ( ){ }1 / 3 2M z z i zΓ = ∈ Ρ + ) و= ) ( ) ( )
2

2 / z iM z i
z i

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞Γ = ∈ Ρ =⎨ ⎬⎜ ⎟+⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
  

) و     ) ( ) ( )
2 2/

3
z i zM z i

z iz i

⎧ ⎫−⎪ ⎪⎛ ⎞Γ = ∈ Ρ =⎨ ⎬⎜ ⎟ ++⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭
.    

)بين أن -)1 )1Γ دائرة و حدد مركزها Ωو شعاعها r.   

): بين أن  -)2 ) ( ) ( )( ) { }2 1 2D D AΓ = ∪ ) حيث − )1Dو ( )2Dمستقيمين يتم تحديد   

  . نقطة يتم تحديدها  Aمعادلتيهما و
): بين أن  -)3 ) ( ) ( )1 2Γ = Γ ∩ Γالمجموعة  ، ثم حدد بالتفصيل عناصر ( )Γ.    

 :30تمرين •
):  المعادلة نعتبر في المجموعة  ) ( )2: 1 2 0E z mz m i i− + + − =   

mحيث  ∈ .   
) مجموعة حلول المعادلةmSحدد -)1 )E.   

) لكي تقبل المعادلةmحدد -)2 )E حلين عقديين مترافقين ينبغي تحديدهما .  

 :40تمرين •
)لكل      ),λ θ من *   : المعادلة نعتبر في المجموعة  ×

( ) ( )' 2 2: 2 cos sin 1 0E z i zλ θ θ λ− + + − = .    

)بين أن المعادلة  -)1 )'E 1 تقبل حلين مختلفينz2 وzمهما يكن ( ),λ θ من * ×.    

)  حلي المعادلة2z و1z معيار و عمدةθ وλحدد تبعا لقيمتي البارامترين -)2 )'E.   
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 :50تمرين •
:  بحيث ωنعتبر العدد العقدي 

2 2cos sin
5 5

iπ πω = +.    

): أن بين  -)1 ) 2 1 11 : cos
5 2
π ω

ω
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

)  و  ) 52 : 1 0ω −   : ، ثم إستنتج أن =

( ) 2 3 43 :1 0ω ω ω ω+ + + + =.    

نضع  -)2
1X ω
ω

= ):  ، بين أن + ) 24 : 1 0X X+ −  ثم إستنتج قيمة =
2cos
5
π

.    

 :60تمرين •
2  :ضعن 4

0 0 0S z z z= + 3  و + 5 6
0 0 0T z z z= + 0 حيث+

2 2cos sin
7 7

z iπ π
= +.   

) عددين عقديين مترافقين و أن T وSبين أن -)1 )Im 0S >.    

Sأحسب  -)2 T+و  .S Tثم إستنتج قيمتي ، Sو T.    

 :70تمرين •
): المعادلتين  حل في المجموعة -)1 ) 4

1 : 1 0E z − ) و = ) 4
2 : 1 0E z +    ثم إستنتج=

):  مجموعة حلول المعادلة  ) 2 6 7:1 ... 0E z z z z+ + + + + =.    

):  المعادلة حل في المجموعة  -)2 )
4

' 2 1: 1zE
z i
+⎛ ⎞ =⎜ ⎟−⎝ ⎠

   ، ثم مثل صور حلولها في

)المستوى العقدي )Ρو بين أنها تنتمي إلى دائرة ( )C  ينبغي تحديدها .  

 :80تمرين •
} منxلكل        }2 /k kπ−   : نضع * منn و لكل∋

1 cos cos 2 ... cosnX x x nx= + + + sin  و + sin 2 ... sinnY x x nx= + + +.    

:   لدينا * منnبين أن لكل
( )1 1

1

i n x

n n ix

eX iY
e

+ −
+ =

−
  :، ثم إستنتج أن  

( ) ( )( )
( )

sin 1 / 2
cos / 2 .

sin / 2n

n x
X nx

x
+

) و = ) ( )( )
( )

sin 1 / 2
sin / 2 .

sin / 2n

n x
Y nx

x
+

=.    

 :90تمرين •
cos:  نعتبر العدد العقدي * منnلكل sinz i

n n
π π

= )و لتكن + ) *n n
S

∈
   المتتالية

:  العددية التي حدها العام 
( )12sin sin ... sinn

n
S

n n n
ππ π −

= + + +.    

*:  بين أن  -)1 2 1
sin

:1 ... .
1 cos

n nn z z z i

n

π

π
−∀ ∈ + + + + =

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

*: إستنتج أن  -)2 1:
tan

2

nn S

n
π

∀ ∈ =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ، ثم حدد نهاية المتتالية 
*

n

n

S
n ∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

.    

 :10تمرين •
)لكل -)1 ),α θو لكل2 من rمن *

]:  نضع + ]1 ,z r α= و  [ ]2 ,z r θ=.    

  . كحلين لها  2z و1zكون معادلة من الدرجة الثانية تقبل العددين العقديين

): نعتبر المعادلة  -)2 ) 2: 2 0E z pz q− +   . عددين عقديين غير منعدمين q وp حيث=

)بين أن المعادلة )Eفس المعيار إذا و فقط إذا كان  تقبل حلين لهما ن
2p

q
 ينتمي  عددا حقيقيا

[إلى المجال ]0,1 .   )
2

0 1p
q

< ≤(   

) و لكل منαلكل -)3 )',r rمن * 2
]:  نضع + ]3 ,z r α= و  '

4 ,z r α⎡ ⎤= ⎣ ⎦.    

  . كحلين لها  4z و3zكون معادلة من الدرجة الثانية تقبل العددين العقديين
  . عددين عقديين غير منعدمين  q وpليكن -)4

)بين أن المعادلة ) 2: 2 0E z pz q− + 2 تقبل حلين لهما نفس العمدة إذا و فقط إذا كان =

q
p

 

[عددا حقيقيا ينتمي إلى المجال ]0,1 .   )20 1q
p

< ≤(   



 Exercices sur les nombres complexesBEN ELKHATIR:  Prof    عقديةتمارين حول الأعداد ال الثانية علوم رياضية
 

 - 3 -

 :11نتمري •
  :  الحدودية نعتبر في المجموعة             

      ( ) ( ) ( )3 22 3 4 1 3 8P z z i z i z i= − + + + −.    

)بين أن المعادلة  -)1 ) ( ): 0E P z   . ينبغي تحديده  0z تقبل حلا تخيليا صرفا=

  : يتم تحديدهما بحيث b وaيوجد عددان حقيقيانبين أنه  -)2

( ) ( )( )2
0P z z z z az b= − +     . منz مهما يكن+

) : حلي المعادلة2z و1zددينحدد الع -)3 )' 2: 2 3 4 0E z z− + ) حيث= )2Im 0z <.   

)في المستوى العقدي -)4 )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد و ممنظم ( )1 2, ,O e eنعتبر النقط   

( )0A zو ( )1B zو ( )2C z.    

0z، 1z، 2z، 1أكتب على الشكل المثلثي الأعداد العقدية 0z z−2 و 0z z−ثم إستنتج   
  . معين  OABCأن الرباعي

 :12تمرين •
):  الحدودية             نعتبر في المجموعة  ) 4 3 293 3 1

2
P z z z z z= − + − +.    

)أحسب -)1 )1P i+ ثم تحقق من أن ،  :( ) ( )P z P z=مهما يكن z من .    

) جذرا للحدودية0zبين أنه إذا كان -)2 )P z 0 فإنz و 
0

1
z

  . بدورهما جذرين لها  

):  حلول المعادلة حدد في المجموعة  -)3 ) 0P z =.    

 :13تمرين •
  : المعادلة  ، نعتبر في المجموعة  من m            لكل

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2: 2 1 1 4 2 1 0E z i z m i z i m+ − + + − − + =.    

)بين أن المعادلة -)1 )E0 تقبل حلا تخيليا صرفاzينبغي تحديده ، ثم إستنتج بدلالة mالحلين   
    .الآخرين

)في المستوى العقدي -)2 )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e eنعتبر   

( )2A iو ( )2 2B i− ) و− )1C im− ) و− )1D im− +.    

    . منm متوازي أضلاع مهما يكنABCDبين أن الرباعي -أ
  . مستطيلا  ABCDون الرباعي لكي يكmحدد -ب

 :14تمرين •
)في المستوى العقدي )Ρلإلى معلم متعامد ممنظم و مباشر المنسوب  ( )1 2, ,O e eنعتبر النقط   

Kو Lو M 1التي ألحاقها على التواليKz i= 1Lz و+ i= 3Mz و − i= −  
   النقطتانية و يحولO هو الدوران الذي مركزهr وL بالنسبة لM هي مماثلةN النقطة

( ),M Nإلى  ( ),A C.    

):  هو Nتحقق من أن لحق النقطة -)1 )2 3 2Nz i= +    لحقيCz وAz ، ثم حدد−

  . على التوالي  C وAالنقطتين
    .r بالدورانLحدد لحق صورة النقطة -)2

) حيثu  ذات المتجهةt الإزاحة-)3 ) 2aff u i=النقطتانية تحول ( ),M Nإلى ( ),D B  

  .لى التوالي  عD وB لحقيDz وBzحدد

A:  ، ثم بين أن t بالإزاحة Lحدد لحق صورة النقطة -)4 B

C B

z z i
z z

−
=

−
   و إستنتج طبيعة

    .ABCالمثلث
  .ك   ؟ علل جوابABCDما هي طبيعة الرباعي -)5

 :15تمرين •
):  نعتبر المعادلة في المجموعة  ) ( ) ( )3 2 2: 3 2 1 0mE z m z i m+ − + + =  

    .2 عدد عقدي معياره mحيث
) أن المعادلةبين -أ -)1 )mE0 تقبل حلاzتر العقدي غير مرتبط بالبارامm  ينبغي تحديده .  

)إستنتج مجموعة حلول المعادلة -ب )mE.    

)في المستوى العقدي -)2 )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e e نعتبر   

)النقط  )0A zو ( )B i−و ( )M i m− ) و+ )N i m− −.    

] ثم حدد لحق منتصف القطعةMNأحسب المسافة -أ ]MN.    

) تنتميان إلى دائرة ثابتةN وM النقطتينmإستنتج أنه لما يتغير البارامتر العقدي -ب )C  
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    .R و شعاعهاΩينبغي تحديد مركزها 
   التي m هي مركز ثقله ، ثم إستنتج قيم البارامترOلثا بين أن النقطة مثAMNلما يكون -ج

    .A مثلثا متساوي الساقين رأسهAMNيكون من أجلها

 :16تمرين •
2: المعادلة حل في المجموعة  -)1 2 2 0z iz− −   . ، ثم أكتب حليها على الشكل المثلثي =
[ من المجالθلكل -)2 [0,π نعتبر المعادلة  :( ) 2 2: 2 1 0i iE z ze eθ θ− + − =.    

)ادلة المعحل في المجموعة  )E.    

)في المستوى العقدي -)3 )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e eنعتبر   

( )1A zو ( )2B zو ( )3C z 1:  حيث 1 iz e θ= 2 و+ 2 iz e θ=3 و 1 iz e θ= − +.    

  . مستطيل  OABC على الشكل الأسي ، ثم إستنتج أن الرباعي3z و1zأكتب العددين -أ

[ من المجالθحدد العدد الحقيقي -ب [0,πلكي يكون OABC  مربعا .  

 :71تمرين •
) : المعادلة نعتبر في  ) ( ) ( )3 2: 2 1 cos 1 4cos 2 0E z z zθ θ θ+ − + − + =  

0  حيث θ π< <.    
)بين أن المعادلة -)1 )Eθ0 تقبل حلا حقيقياzينبغي تحديده غير مرتبط بالبارامتر θ.    

)بين أن للمعادلة -)2 )Eθ1 حلين آخرين عقديين و مترافقينz2 وzيث  ح( )1Im 0z <.    

)في المستوى العقدي -)3 )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e e نعتبر   

) النقط )0A zو ( )1B zو ( )2C z.   

  . متوازي أضلاع  ABCD التي يكون من أجلها الرباعيD لحق النقطةDzحدد -أ

[ من المجالθحدد قيمة البارامتر -ب [0,πالتي يكون من أجلها الرباعي ABCD  معينا .  

 :18تمرين •
] من المجالϕحدد تبعا لقيم  -)1 ],π π−معيار و عمدة العدد العقدي z بحيث :  

( )1 sin 1 cos
2

z iϕ ϕ= + −⎡ ⎤⎣ ⎦.    

[تمي إلى المجال ينϕنفترض أن  -)2 [0,πحدد معيار و عمدة كل عدد من العددين العقديين ،   

'z z i= "و   − zz
z i

=
−

.    

)في المستوى العقدي -)3 )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e eنعتبر   

)النقطتين  )'M z و ( )"N z.    

)حدد ثم أنشىء المحلين الهندسيين )1Γو ( )2Γللنقط ( )'M z و ( )"N zعلى التوالي    

[ في المجالϕيرلما يتغ [0,π.    

 :19تمرين •

, من المجال α       لكل 
2 2
π π⎤ ⎡−⎥ ⎢⎦ ⎣

  : المعادلة  نعتبر في المجموعة 

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3: 1 1 tan 1 1 tanE iz i iz iα α+ − − − +.    

) حلا للمعادلةzبين أنه إذا كان -)1 )E فإن  :z i z i+ = z ، ثم إستنتج أن − ∈.    

عبر عن العدد العقدي  -)2
1 tan
1 tan

i
i

α
α

+
−

ie  بدلالة α.    

tanz:  نضع  منzلكل -)3 ϕ= حيث 
2 2
π πϕ− < <.    

)أكتب معادلة )'E مجهولها ϕو تكافىء المعادلة ( )E ،  ثم حلها و إستنتج مجموعة حلول  

)المعادلة  )E.    

 :20تمرين •
  : المعادلة نعتبر في  -)1

( ) ( ) ( )3 2: 2 3 4 1 3 8 0E z i z i z i− + + + − =  

)بين أن المعادلة  -أ )Eالآخرين   تقبل حلا تخيليا صرفا ينبغي تحديده ، ثم حدد الحلين .  

)أكتب على الشكل الأسي حلول المعادلة -ب )E.    

  :  نعتبر المعادلة  منθلكل -)2

( ) ( ) ( )3 2 2 3: 2 3 4 1 3 8 0i i iE z e i z e i z ieθ θ θ
θ − + + + − =.    

)حل للمعادلة z: بين أن  -أ  )Eθ  إذا و فقط إذا آان    :ize θ−حل للمعادلة( )E   
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) ثم إستنتج حلول آل معادلة من المعادلتين -ب )Eθو ( )Eπ.    

)مثل في المستوى العقدي -ج )Ρصور حلول المعادلتين ( )Eو ( )Eπ و بين أنها ، 

) محاط بدائرةرؤوس مضلع منتظم )C  ينبغي تحديد مركزها و شعاعها .  

 :21تمرين •
):  المعادلة حل في  -)1 ) 2: 2 0E mz z m− +    .2  عدد عقدي معيارهm حيث=

2نضع  -)2 im e α= حيث α ) ، بين أن حلي المعادلة∋ )E يكتبان على الشكل :  

' 4
i

z e
π α⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ "   و=⎠ 4

i
z e

π α⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠=.    

)في المستوى العقدي -)3 )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e eنعتبر   

( )' "M z z+ و  ( )' 'M z و  ( )" "M z.    

': بين أن  "OM OM⊥و أن الرباعي ' "OM MM  مربع .  

 :22تمرين •
)في المستوى العقدي )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e e   

)نعتبر النقط  )2 3A i+و ( )4B i−و ( )10 2C i+.   

) تطبيقين منT' وTو ليكن )Ρنحو ( )Ρيربطان كل نقطة ( )M z بالنقطتين ( )' 'M z  

)و )" "M z على التوالي بحيث  :'z jz= و  ( )" 1z j z= +.    

   دورانين ينبغي تحديدT' وT ، و أنB قائم الزاوية في النقطة ABCبين أن المثلث -)1
  .مركزاهما و زاويتاهما  

)لتكن -)2 )Cالدائرة المحيطة بالمثلث ABC حدد ثم أنشىء في المستوى العقدي ، ( )Ρ  

): الدائرتين  ) ( )'C T C= و ( ) ( )" 'C T C=.    

)ليكن -)3 ) مستقيم أولير ، أكتب معادلة ديكارتية للمستقيم∆(   : على شكل ∆(

( ) ( ) 0a z z bi z z c+ + − +   يتم تحديدها أعداد حقيقية ثلاثة c وb وa   حيث=

): ثم إستنتج معادلتي المستقيمين  ) ( )' T∆ = )  و ∆ ) ( )" 'T∆ = ∆.    
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) المستوى العقدي )Ρ المنسوب إلى معلم متعامد ممنظم و مباشر ( )1 2, ,O e e  

) تطبيقا يربط كل نقطةTو ليكن )M z من( )Ρبحيث z i≠ ) بالنقطة− )' 'M zمن ( )Ρ  

'حيث  3izz
z i
+

=
+

.    

)حدد ثم أنشىء في المستوى العقدي -)1 )Ρ المجموعات التالية :  

( ) ( ) ( ){ }'/ 1M z z∆ = ∈ Ρ )و    = ) ( ) ( ){ }'/M z zΓ = ∈ Ρ ∈  

 ( ) ( ) ( ){ }' */M z z+ +Γ = ∈ Ρ )    و∋ ) ( ) ( ){ }' */M z z− −Γ = ∈ Ρ ∈.    

): بين أن  -)2 )( )' 4z i z i− + } منz  مهما يكن= }i−   : ، ثم إستنتج أن −

'. 4AM BM )  و  = ) ( )[ ]'
1 1, , 2e BM e AM π≡ ) نقطتين منB وA ، حيث− )Ρ  

Azلحقهما على التوالي  i= Bz  و − i=.    

)ثم أنشىء في المستوى العقديحدد  -)3 )Ρ  صورة الدائرة( )Cالتي مركزها Aشعاعها و   

Rبالتطبيق T.    
)حدد ثم أنشىء في المستوى العقدي -)4 )Ρ صورتي نصفا الدائرتين :  

( ) ( ) ( ) ( ){ }/ Im 1C M z C z+ = ∈ ≥ )  و − ) ( ) ( ) ( ){ }/ Im 1C M z C z− = ∈ ≤ −  

  : المعادلة  نعتبر في المجموعة -)5

( ) ( ) ( ): 0n nE z a z b− − − =    

a عددين عقديين بحيث b وaحيث  b≠و  n2 عدد صحيح طبيعي بحيثn ≥.    
) أن صور حلول المعادلة بين -أ )E  نقط مستقيمية .  

)بين أن حلول المعادلة  -ب )E تكتب على شكل  : cot
2 2k

a b a b kz i an
n
π+ − ⎛ ⎞= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

}: حيث  }1, 2,3,..., 1k n∈ −.    

fr.yahoo@abouzakariya  
  

  


